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非齐次反常次扩散方程的解析解
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摘要：扩散，对流-扩散和Fokker-Planck型的分数阶动力方程为描述在
复杂系统中由反常扩散控制的传送动力学提供实用的近似。分数阶扩散
方程的理论合理性，以及大量的物理和生物试验证实反常次扩散的普遍
存在，使得在最近几年许多研究人员正努力寻求精确和稳定的求解方法。
但是，有效的方法求解反常次扩散问题仍然处于初始阶段。在这篇文章
中，我们利用分离变量方法和Laplace变换分别导出在Dirichlet, Neumann
和Robin边界条件下的非齐次反常次扩散方程的解析解。这个技巧可以推
广到解其它类型的反常扩散方程。
AMS 学科分类: 26A33，83C15，60J70.
关键词: 反常次扩散方程,分数阶导数,分离变量方法,非齐次问题,Laplace变
换。
近年来，随着分数阶微分方程涉及到的应用学科越来越多，如分形和
多孔介质中的弥散、半导体物理、湍流、凝聚态物理，生物数学及统计
力学等，分数阶微分方程的研究引起了人们广泛的关注，逐渐成为了一
个新的活跃的研究领域。历史上，扩散方程是从两个不同的角度建立和
发展起来的，一种是从Fick第一、第二定律建立通量与流的本构关系来研
究扩散方程的，另一种是从随机游走的观点来研究的。在建立了本构关系
和分数阶随机游走的广义概念之后，从这两方向又给出分数阶扩散方程的
一致形式[1, 2]。用均方位移为< x2(t) >∼ tγ,t → ∞来刻画一个分数阶扩
散特征。当γ = 1时为正常的Brownian扩散，而当0 < γ < 1和γ > 1时分
别表示反常次扩散和反常超扩散，其重要的相关方程有在外区域上反常扩
散的分数阶Fokker-Planck 方程[3], Galilei分数阶对流-扩散[1]。Richarson[4]
在湍流扩散中提到反常扩散方程在物理、生物系统中是无处不在的，使
得在最近几年许多研究人员正努力寻求精确和稳定的求解方法。但是，
有效的方法求解反常次扩散问题仍然处于初始阶段。Yuste和Acedot[5]对
反常次扩散问题提出一种显式有限差分方法和一种新的Von Neumann类型
的稳定性分析，但是他们没有给出收敛性分析，并且指出当考虑利用隐
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式方法，这是很很困难的任务。Langlands和Henry[6]也考虑解反常次扩散
问题。他提出一种隐式近似格式（L1近似），并讨论了精度和稳定性.但
是，这个隐式近似格式的整体精度没有导出，对所有的γ (0 < γ ≤ 1)的无
条件稳定性没有建立。Zhuang和Liu等[7]提出一种隐式方法和分析技巧，
利用能量方法给出了稳定性和收敛性的详细证明。Chen和Liu等[8]利用新
的Fourier方法，也讨论这个问题。分离变量方法已经被利用于解时间分
数阶的微分方程，这些时间分数阶导数是由Caputo分数阶微分算子给出.
Luchko和Gorenflo[9]已经导出了具有Caputo分数阶导数的初值问题的基本
解。Agrawal[10]利用分离变量方法导出了具有Caputo导数的齐次时间分
数阶扩散方程的齐次Dirichlet边界条件下的分析解。Chen[11]等也利用分
离变量方法导出了具有Caputo导数的分时间数阶电报方程的分析解。在
这篇文章中，我们利用分离变量方法和Laplace变换分别导出在Dirichlet,
Neumann和Robin边界条件下的非齐次反常次扩散方程的解析解。这里分
数阶导数是由Riemann-Liouville分数阶微分算子给出。
这篇文章结构如下。第一节给出一些相关的定义，第二节导出具
有Dirichlet 边界条件的非齐次反常次扩散方程的解析解，第三、四节分
别导出具有Neumann和Robin边界条件的非齐次反常次扩散方程的解析
解。最后给出结论。
1 一些概念与定义
我们考虑如下非齐次反常次扩散方程
Dtu(x, t) = kD
1−γ
t
∂2u(x, t)
∂x2
+ f(x, t), 0 ≤ x ≤ L, 0 < t ≤ T, 0 < γ < 1. (1)
Dt表示一阶微分算子，D1−γt 表示关于t的1 − γ阶的Riemann-Liouville分数
阶微分算子，k为正常数，f(x, t)为充分光滑的函数。
在讨论该方程的解析解前，我们先给出一些相关的概念.
定义 1.1 [12] Riemann-Liouville分数阶微分算子定义如下：
D1−γt u(x, t) =
1
Γ(γ)
d
dt
∫ t
0
u(x, η)
(t− η)1−γ dη. (2)
这里0 ≤ γ ≤ 1. 当γ = 1,它还原为恒等算子，当γ = 0,它为一阶导数.
定义 1.2 [9]多元Mittag-Leffler 函数定义如下
E(a1,··· ,an),b(z1, · · · , zn) :=
∞∑
k=0
∑
l1+···+ln=k
l1≥0,··· ,ln≥0
k!
l1!× · · · × ln!
n∏
i=1
zlii
Γ(b+
n∑
i=1
aili)
, (3)
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这里b > 0,ai > 0,|zi| <∞,i = 1, · · · , n.
当n = 1时，Mittag-Leffler 函数为
Ea1,b(z1) =
∞∑
k=0
zk1
Γ(b+ ka1)
, a1, b > 0, |z1| <∞. (4)
2 Dirichlet 边界条件的非齐次反常次扩散方程
首先，我们考虑具有齐次边界条件的非齐次反常次扩散方程 Dtu(x, t) = kD
1−γ
t
∂2u(x,t)
∂x2
+ f(x, t), 0 ≤ x ≤ L, 0 < t ≤ T, 0 < γ < 1,
u(x, 0) = φ(x),
u(0, t) = u(L, t) = 0.
(5)
利用分离变量法求解其对应的齐次反常次扩散方程（此时f(x, t) = 0).
设u(x, t)= X(x)T (t),并将其代入方程（5）得关于x的线性常微分方程
X
′′
(x) +
λ
k
X(x) = 0, X(0) = X(L) = 0 (6)
及关于t的分数阶线性常微分方程
DtT (t) + λD
1−γ
t T (t) = 0, (7)
λ为正常数。则Sturm-Liouville 问题（6）的特征根λn = n2pi2kL , n =1, 2, · · · ,
其对应的特征函数为Xn(x) = sinnpixL , n = 1, 2, · · · , 我们可设方程（5）的
解为
u(x, t) =
∞∑
n=1
Pn(t) sin
npix
L
, (8)
并设该级数可逐项微分。为了求出Pn(t),我们将f(x, t)展开成正弦级数，即
f(x, t) =
∞∑
n=1
fn(t)sin
npix
L
, (9)
这里
fn(t) =
2
L
∫ L
0
f(x, t) sin
npix
L
dx. (10)
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将（8），（9）代入方程（5）有
∞∑
n=1
sin npix
L
DtPn(t) = D
1−γ
t (
−n2pi2k
L2
∞∑
n=1
sinnpix
L
Pn(t)) +
∞∑
n=1
fn(t)sin
npix
L
,
(11)
比较系数得
DtPn(t) +
n2pi2k
L2
D1−γt Pn(t) = fn(t). (12)
对方程两边实施Laplace变换
sL(Pn(t))− Pn(0) + n
2pi2k
L2
s1−γL(Pn(t))− ∂
−γ
∂t−γ
Pn(t)|t=o = L(fn(t)), (13)
由文[12]中的公式（2.217）有
lim
t→0
∂−γ
∂t−γ
Pn(t) = 0, γ > 0.
所以方程（13）可写成
L(Pn(t)) = L(fn(t))
s+ n
2pi2k
L2
s1−γ
+ Pn(0)
1
s+ n
2pi2k
L2
s1−γ
,
而
1
s+ n
2pi2k
L2
s1−γ
=
sγ−1
sγ + n
2pi2k
L2
= L{Eγ,1(−n
2pi2k
L2
tγ)},
进行Laplace逆变换后可得
Pn(t) =
∫ t
0
Eγ,1(−n
2pi2k
L2
τ γ)fn(t− τ)dτ + Pn(0)Eγ,1(−n
2pi2k
L2
tγ), (14)
由初始条件
∞∑
n=0
Pn(0) sin
npix
L
= φ(x), 0 < x < L, (15)
有
Pn(0) =
2
L
L∫
0
φ(x) sin
npix
L
dx, n = 1, 2, · · · . (16)
所以具有齐次Dirichlet边值条件的非齐次反常次扩散方程的解
u(x, t) =
∞∑
n=1
Pn(t)sin
npix
L
=
∞∑
n=1
[
t∫
0
Eγ,1(
−kpi2n2
L2
τ γ)fn(t− τ)dτ + Pn(0)Eγ,1(−n2pi2kL2 tγ)] sin npixL .
(17)
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对于非齐次Dirichlet边界条件的非齐次反常次扩散方程 Dt(x, t)+ = kD
1−γ
t
∂2u(x,t)
∂x2
+ f(x, t), 0 < x < L, t > 0,
u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ L,
u(0, t) = β1(t), u(L, t) = β2(t), t ≥ 0.
(18)
首先通过变量替换将边界条件齐次化，设u(x, t) = u¯(x, t) + V1(x, t), 这
里,V1(x, t) = β1(t)+ (β2(t)−β1(t))xL ,则V1(x, t)满足边界条件：V1(0, t) = β1(t)，
V1(L, t) = β2(t).
而函数u¯(x, t)满足如下齐次Dirichlet边条件问题 Dtu¯(x, t) = kD
1−γ
t
∂2u¯(x,t)
∂x2
+ f¯(x, t) 0 ≤ x ≤ L, 0 < t ≤ T,
u¯(x, 0) = φ1(x), 0 ≤ x ≤ L,
u¯(0, t) = u¯(L, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,
(19)
其中
f¯(x, t) = kD1−γt
∂2V1(x, t)
∂x2
+D1−γt f(x, t)−DtV1(x, t),
φ1(x) = φ(x)− β1(0)− 1
L
[β2(0)− β1(0)]x.
根据本节前面的推导可得
u¯(x, t) =
∞∑
n=1
[
t∫
0
Eγ,1(
−kpi2n2
L2
τ γ)f¯n(t− τ)dτ + P¯n(0)Eγ,1(−kpi2n2L2 tγ)] sin npixL ,
(20)
其中
f¯n(t) =
2
L
∫ L
0
f¯(x, t) sin
npix
L
dx,
P¯n(0) =
2
L
L∫
0
[φ(x)− β1(0)− 1
L
(β2(0)− β1(0))x] sin npix
L
dx, n = 1, 2, · · · .
因此非齐次Dirichlet边条件问题(18)的解：
u(x, t) =
∞∑
n=1
[
t∫
0
Eγ,1(
−kpi2n2
L2
τ γ)f¯n(t− τ)dτ (21)
+ P¯n(0)Eγ,1(
−kpi2n2
L2
tγ)] sin
npix
L
+ β1(t) +
(β2(t)− β1(t))x
L
.
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特殊地，若β1(t) = β2(t) = 0, f(x, t) = 0, k = 1, 此时方程的解为
u(x, t) =
∞∑
n=1
[Pn(0)Eγ,1(
−pi2n2
L2
tγ)] sin npix
L
= 2
L
∞∑
n=1
Eγ,1(
−pi2n2
L2
tγ) sin npix
L
L∫
0
φ(x) sin npix
L
dx,
(22)
这结果与文[10]得到的解是完全一致的. 若其中γ = 1,则
u(x, t) =
2
L
∞∑
n=1
e
−pi2n2
L2 sin
npix
L
L∫
0
φ(x) sin
npix
L
dx, (23)
这与标准扩散方程的解析解也是完全吻合的。
3 Neumann 边界条件的非齐次反常次扩散方程
同样，我们先考虑齐次Neumann 边界条件的非齐次反常次扩散方程 Dtu(x, t) = kD
1−γ
t
∂2u(x,t)
∂x2
+ f(x, t), 0 ≤ x ≤ L, 0 < t ≤ T, 0 < γ < 1,
u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ L,
ux(0, t) = ux(L, t) = 0, 0 < t ≤ T.
(24)
同样利用分离变量法先求解其对应的齐次反常次扩散方程（即设f(x, t) =
0),设u(x, t) = X(x)T (t),并将其代入方程（24）得{
X
′′
(x) + λ
k
X(x) = 0,
X
′
(0) = X
′
(L) = 0.
(25)
方程(25）的特征根为
λn =
kpi2n2
L2
, n = 1, 2, · · · ,
对应的特征函数为：
Xn(x) = cos
npi
L
x, n = 1, 2, · · · .
则方程( 24)的解可写成如下形式
u(x, t) =
∞∑
n=1
Pn(t) cos
npi
L
x. (26)
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为了求解Pn(t),我们将f(x, t)展开成余弦级数，即
f(x, t) =
∞∑
n=1
fn(t) cos
npi
L
x, (27)
其中
fn(t) =
2
L
L∫
0
f(x, t) cos
npix
L
dx, n = 1, 2, · · · .
将（26），（27）代入（24）后可得
DtPn(t) +
n2pi2k
L2
D1−γt Pn(t) = fn(t), (28)
由（24）的初始条件
∞∑
n=1
Pn(0) cos
npix
L
= φ(x), 0 < x < L, (29)
有
Pn(0) =
2
L
L∫
0
φ(x) cos
npix
L
dx, n = 1, 2, · · · , (30)
类似第二节的推导可得
Pn(t) =
t∫
0
Eγ,1(
−kpi2n2
L2
τ γ)fn(t− τ)dτ + Pn(0)Eγ,1(−kpi2n2L2 tγ), (31)
从而
u(x, t) =
∞∑
n=1
[
t∫
0
Eγ,1(
−kpi2n2
L2
τ γ)fn(t−τ)dτ+Pn(0)Eγ,1(−kpi
2n2
L2
tγ)] cos
npi
L
x.
对于非齐次Neumann 边界条件的非齐次反常次扩散方程 Dtu(x, t) = kD
1−γ
t
∂2u(x,t)
∂x2
+ f(x, t), 0 ≤ x ≤ L, 0 < t ≤ T, 0 < γ < 1,
u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ L,
ux(0, t) = β1(t), ux(L, t) = β2(t), 0 < t ≤ T.
(32)
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通过作变量替换：u(x, t) = u¯(x, t) + V2(x, t) 将边界条件齐次化，其中
V2(x, t) =
[β2(t)−β1(t)]x2
2L
+ β1(t)x, 且有∂V2(0,t)∂x = β1(t), ∂V2(L,t)∂x = β2(t),
而u¯(x, t)满足如下方程 Dtu¯(x, t) = kD
1−γ
t
∂2u¯(x,t)
∂x2
+ f¯(x, t), 0 ≤ x ≤ L, 0 < t ≤ T, 0 < γ < 1
u¯(x, 0) = φ1(x), 0 ≤ x ≤ L
u¯x(0, t) = u¯x(L, t) = 0, 0 < t ≤ T
(33)
其中
f¯(x, t) = kD1−γt
∂2V2(x, t)
∂x2
+D1−γt f(x, t)−DtV2(x, t),
φ1(x) = φ(x)− [β2(0)− β1(0)]x
2
2L
+ β1(0)x.
根据齐次Neumann 边界条件问题讨论的结果可得
u¯(x, t) =
∞∑
n=1
[
t∫
0
Eγ,1(
−kpi2n2
L2
τ γ)f¯n(t−τ)dτ+P¯n(0)Eγ,1(−kpi
2n2
L2
tγ)] cos
npi
L
x,
其中
f¯n(t) =
2
L
L∫
0
f¯(x, t) cos
npix
L
dx, n = 1, 2, · · · ,
P¯n(0) =
2
L
L∫
0
φ1(x) cos
npix
L
dx, n = 1, 2, · · · ,
从而可得非次Neumann 边界条件的非齐次反常次扩散方程（32）的解
u(x, t) =
∞∑
n=1
[
t∫
0
Eγ,1(
−kpi2n2
L2
τ γ)f¯n(t− τ)dτ (34)
+ P¯n(0)Eγ,1(
−kpi2n2
L2
tγ)] cos
npi
L
x+
[β2(t)− β1(t)]x2
2L
+ β1(t)x,
n = 1, 2, · · · .
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4 Robin 边界条件的非齐次反常次扩散方程
我们先考虑如下齐次Robin边界条件的非齐次反常次扩散方程
Dtu(x, t) = kD
1−γ
t
∂2u(x,t)
∂x2
+ f(x, t), 0 ≤ x ≤ L, 0 < t ≤ T, 0 < γ < 1,
u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ L,
u(0, t) + aux(0, t) = 0, 0 < t ≤ T,
u(L, t) + bux(L, t) = 0, 0 < t ≤ T.
(35)
a, b为非零常数，通过分离变量法求解对应的齐次反常次扩散方程（即
设f(x, t) = 0),设u(x, t) = X(x)T (t),并将其代入方程（35）得{
X
′′
(x) + λ
k
X(x) = 0,
X(0) + aX
′
(0) = 0, X(L) + bX
′
(L) = 0.
(36)
通过计算可得方程(36)的特征根λ满足方程
tan
√
λ
k
L =
(a− b)
√
λ
k
1 + abλ
k
,
为了方便起见，记α =
√
λ
k
,即λ = kα2,则tanαL = (a−b)α
1+abα2
, 注意到特征
根λn具有性质
λ1 < λ2 < · · · < λn < · · · ,
及
lim
n→∞
λn =∞.
从而可计算得方程(36)的特征函数为
Xn(x) = −aαn cosαnx+ sinαnx, n = 1, 2, · · · .
于是方程(35)的解可写成
u(x, t) =
∞∑
n=1
Pn(t)Xn(x) =
∞∑
n=1
Pn(t)(−aαn cosαnx+ sinαnx). (37)
由初始条件
∞∑
n=1
Pn(0)(−aαn cosαnx+ sinαnx) = φ(x),
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可得
Pn(0) =
1
cn
L∫
0
φ(x)(−aαn cosαnx+ sinαnx)dx,
其中
cn =
L∫
0
X2n(x)dx =
a2αn − 1
2
· tanαnL
1 + tan2 αnL
− a tan
2 µnL
1 + tan2 αnL
+
(a2α2n + 1)L
2
.
(38)
为了求方程(35)的解，我们把f(x, t)展开成Fouier级数
f(x, t) =
∞∑
n=1
fn(t)(−aαn cosαnx+ sinαnx), (39)
这里
fn(t) =
1
cn
L∫
0
f(x, t)(−aαn cosαnx+ sinαnx)dx.
将(37)，(39)代入方程(35)，比较系数后得
DtPn(t) + kα
2D1−γt Pn(t) = fn(t). (40)
根据第二节的推导有
Pn(t) =
t∫
0
Eγ,1(−kα2τ γ)fn(t− τ)dτ + Pn(0)Eγ,1(−kα2tγ), (41)
于是齐次Robin边界条件的非齐次反常次扩散方程（35）的解为
u(x, t) =
∞∑
n=1
Pn(t)Xn(x)
=
∞∑
n=1
Pn(t)(−aαn cosαnx+ sinαnx)
=
∞∑
n=1
[
t∫
0
Eγ,1(−kα2τ γ)fn(t− τ)dτ + Pn(0)Eγ,1(−kpi2n2L2 tγ)]
·(−aαn cosαnx+ sinαnx)
(42)
若边界条件是非齐次的，即方程为
Dtu(x, t) = kD
1−γ
t
∂2u(x,t)
∂x2
+ f(x, t), 0 ≤ x ≤ L, 0 < t ≤ T, 0 < γ < 1,
u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ L,
u(0, t) + aux(0, t) = β1(t), 0 < t ≤ T,
u(L, t) + bux(L, t) = β2(t), 0 < t ≤ T.
(43)
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可作变量替换：u(x, t) = u¯(x, t) + V3(x, t),这里
V3(x, t) =
β1(t)− β2(t)
a− b− L x−
(L+ b)β1(t)− aβ2(t)
a− b− L ,
显然V3(x, t)满足： {
V3(0, t) + a
∂V3(0,t)
∂x
= β1(t),
V3(L, t) + b
∂V3(L,t)
∂x
= β2(t).
(44)
而u¯(x, t)为如下齐次Robin边界条件的非齐次反常次扩散方程的解
Dtu¯(x, t) = kD
1−γ
t
∂2u¯(x,t)
∂x2
+ f¯(x, t), 0 ≤ x ≤ L, 0 < t ≤ T, 0 < γ < 1,
u¯(x, 0) = φ1(x), 0 ≤ x ≤ L,
u¯(0, t) + au¯x(0, t) = 0, 0 < t ≤ T,
u¯(L, t) + bu¯x(L, t) = 0, 0 < t ≤ T.
(45)
其中
f¯(x, t) = kD1−γt
∂2V3(x, t)
∂x2
−DtV3(x, t) +D1−γt f(x, t),
φ1(x) = φ(x)− β1(0)− β2(0)
a− b− L x−
(L+ b)β1(0)− aβ2(0)
a− b− L .
由上面齐次Robin边界条件讨论的结果可得
u¯(x, t) =
∞∑
n=1
P¯n(t)(−aαn cosαnx+ sinαnx), (46)
这里
P¯n(t) =
t∫
0
Eγ,1(
−kpi2n2
L2
τ γ)f¯n(t− τ)dτ + P¯n(0)Eγ,1(−kpi
2n2
L2
tγ), (47)
其中
f¯n(t) =
1
cn
L∫
0
f¯(x, t)(−aαn cosαnx+ sinαnx)dx,
P¯n(0) =
1
cn
L∫
0
φ1(x)(−aαn cosαnx+ sinαnx)dx,
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cn由(38)给出。从而可得非齐次Robin边界条件的非齐次反常次扩散方
程(43)的解
u(x, t) =
∞∑
n=1
P¯n(t)(−aαn cosαnx+ sinαnx) + β1(t)− β2(t)
a− b− L x (48)
− (L+ b)β1(t)− aβ2(t)
a− b− L
=
∞∑
n=1
[
t∫
0
Eγ,1(−kα2τ γ)g¯n(t− τ)dτ + P¯n(0)Eγ,1(−kpi
2n2
L2
tγ)]
·(−aαn cosαnx+ sinαnx) + β1(t)− β2(t)
a− b− L x−
(L+ b)β1(t)− aβ2(t)
a− b− L .
5 结论
利用分离变量方法和Laplace变换,我们已经分别导出在Dirichlet, Neumann
和Robin种边界条件下的非齐次反常次扩散方程的解析解。这里分数阶
导数是由Riemann-Liouville分数阶微分算子定义，这些解析解以Mittag-
Leffler 函数的形式给出。这个技巧可以推广到解其它类型的反常扩散方
程。
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Analytical solution for the non-homogeneous anomalous sub-diffusion
equation
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Abstract:
Fractional kinetic equations of the diffusion, diffusion-advection, and Fokker-
Planck type are presented as a useful approach for the description of transport
dynamics in complex systems which are governed by anomalous diffusion.
The theoretical justification for the fractional diffusion equation, together
with the abundance of physical and biological experiments demonstrating
the prevalence of anomalous sub-diffusion (ASub-DE), has led to an inten-
sive effort in recent years to find accurate and stable methods of solution
that are also straightforward to implement. However, effective methods for
the ASub-DE are still in their infancy. In this paper, using separation of
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variable methods and Laplace transform, the analytical solutions of a non-
homogeneous ASub-DE with Dirichlet, Neumann and Robin boundary con-
ditions are derived, respectively. These techniques can be applied to solve
other kinds of anomalous diffusion.
Keyword: Anomalous Sub-diffusion equation, Fractional derivative, Meth-
ods of separating variables, non-homogeneous problem.
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